Ejercicios de Analisis Funcional

Relacion 1 - Espacios normados. Conceptos basicos

1. Prueba que todo conjunto finito no vacio parcialmenter@de tiene algin elemento maximal.
2. Prueba que en todo espacio norm&aio|| ||) se verifica la desigualdad:
e =yl = llz = ull| < llz = 2]l + |y — ull
Deduce que
Nz =2l =z =yl <llz=yll, |lzl = llyll] <l £yl

Interpreta geométricamente los resultados obtenidos yagegue la normd ||: X — R es una
aplicacion continua.

3. SeaX un espacio normado. Prueba que

Deduce que s{z,,} es una sucesion de Cauchy de elementos no nulds glee no converge a
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cero, entonces la sucesi también es de Cauchy.

|n]|

4. SeaX un espacio normade, y € X y supongamos qur + y|| = ||z|| + ||y||. Prueba que para
todosa > 0, 8 > 0 se verifica quélax + Byl = «||z|| + B|ly]|-

5. Sea X|| ||) un espacio normado. Prueba que las siguientes afirmacionesjaivalentes:

a) Existen vectores linealmente independienteg< X tales que|z + y|| = ||z|| + ||y||-
u-+v

b) Existen vectores linealmente independientiesc S, tales qu% =1.

c) Existen vectores, v € Sx, conu # v, tales que el segmenfo, v] esta contenido efix.
Deduce de lo anterior que si la esfé&fa no contiene segmentos no reducidos a un puntQyy
son vectores no nulos tales gie+ y|| = ||z|| + ||y||, entonces: = Ay con\ > 0.
6. SeaX un espacio normade,y< X,y r > 0,s > 0. Prueba que:
a)B(x,r)NB(y,s) # @ < |z —yl| <7 +s.
b) B(z,r) N B(y,s) #@ <= |z —y| <r+s.
c) B(z,r) C By,s) <= |z —y| <s—r.
7. Prueba que en todo espacio normado se verifica que:
a) La adherencia de una bola abierta es la correspondielatedroada.
b) El interior de una bola cerrada es la correspondientedinéta.

c) El diametro de una bola es igual al doble de su radio.
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8.

10.

11.

12.

SeaX un espacio normadoy, B subconjuntos no vacios dé. Prueba que:
a) Si A es abierto, entonce$ + B es abierto.
b) Si A es cerrado B es compacto, entonces+ B es cerrado.

Da un ejemplo de dos conjuntos cerrados en un espacio norugesuma no sea un conjunto
cerrado.

. SeaX un espacio normado}/ un subespacio vectorial dé. Prueba que si el interior d& no

es vacio entoncek®l = X.

SeaX un espacio normado C X. Prueba quel = ﬂ (A+ B(0,1/n)).

neN
SeaK un compacto no vacio en un espacio hormado. Prueba queregistéosa, b € K tales
que|la — b|| = diam(K).

Sea{ K, } una sucesion decreciente de compactos no vacios en en wioespanado y sea
K = (] K,. Prueba qué # @y dian(K) = lim diam(K,,).
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